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MỞ ĐẦU

Chuyên đề về đa thức và phân thức là một chuyên đề rất quan trọng

ở bậc trung học phổ thông và trung học cơ sở. Các tính chất của đa

thức và phân thức liên quan chặt chẽ với các tính chất của số nguyên và

số hữu tỷ. Một trong các phương pháp khảo sát đa thức và phân thức

hữu tỷ rất hữu hiệu là việc sử dụng các công cụ hữu ích từ việc khảo

sát các tính chất số học của các số tự nhiên và số hữu tỷ.

Trong các kì thi học sinh giỏi toán các cấp, các bài toán liên quan

tới đa thức và phân thức với hệ số nguyên (ta gọi chung là phân thức

sinh bởi số tự nhiên) thường xuyên được đề cập. Những dạng toán này

thường được xem là thuộc loại khó cần các kiến thức sâu sắc về số học

kết hợp với các kiến thức về đa thức và phân thức thường không nằm

trong chương trình chính thống của chương trình toán bậc trung học

phổ thông.

Để đáp ứng nhu cầu bồi dưỡng giáo viên và bồi dưỡng học sinh giỏi

về chuyên đề đa thức và phân thức với hệ số nguyên và hệ số hữu tỷ,

em chọn đề tài luận văn “Một số phương pháp tìm cực trị của các hàm

phân thức sinh bởi số tự nhiên”.

Mục tiêu của luận văn nhằm hệ thống một số kiến thức về số học và

đa thức với hệ số nguyên và cung cấp một số phương pháp tìm cực trị

của các hàm phân thức sinh bởi số tự nhiên. Tiếp theo, xét các bài toán

cực trị, khảo sát phương trình, bất phương trình cùng một số dạng liên

quan.

Luận văn gồm phần mở đầu, kết luận và ba chương.

Chương 1. Phân thức hữu tỷ với hệ số nguyên.

Chương 2. Các phương pháp giải toán cực trị dạng phân thức sinh
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bởi số hữu tỷ.

Chương 3. Một số dạng toán liên quan.

Tiếp theo, trong các chương đều trình bày hệ thống các bài tập áp

dụng và giải các đề thi HSG quốc gia và Olympic liên quan.



1

Chương 1

Phân thức hữu tỷ với hệ số nguyên

1.1. Tính chất cơ bản của đa thức với hệ số nguyên

Trong phần này, trình bày một số tính chất cơ bản của đa thức với

hệ số nguyên.

Định nghĩa 1.1 (xem [1]-[2]) Cho L ⊂ R. Đa thức P (x) ∈ L[x] được

gọi là khả quy trên L[x] nếu tồn tại đa thức Q(x) và T (x) cùng thuộc

L[x] với các bậc lớn hơn 0 sao cho P (x) = Q(x).T (x). Trong trường hợp

ngược lại thì được gọi là bất khả quy trên L[x].

Định nghĩa 1.2 (xem [1]-[2]) Tập hợp tất cả các đa thức khả quy trên

L[x] được ký hiệu là L∗[x].

Tính chất 1.1 Mọi đa thức P (x) ∈ R[x] với bậc lớn hơn bằng 2 đều

phân tích được thành nhân tử bậc nhất và nhân tử bậc hai nên cũng có

thể coi P (x) ∈ R∗[x].

Định nghĩa 1.3 (xem [1]-[2]) Đa thức thuộc Z[x] được gọi là đa thức

nguyên bản nếu bộ các hệ số của nó nguyên tố cùng nhau (có thể không

đôi một nguyên tố cùng nhau).

Tính chất 1.2 Nếu f(x) ∈ Z[x] thì tồn tại duy nhất một đa thức

nguyên bản và một phân số tối giản
a

b
, a ∈ Z, b ∈ N∗ sao cho f(x) =

a

b
f1(x).

Bổ đề 1.1 (Bổ đề Gauss) Tích của hai đa thức nguyên bản là một đa

thức nguyên bản.
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Chứng minh. Cho hai đa thức nguyên bản

P (x) = anx
nan−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

và

Q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0

thì P (x).Q(x) = cm+nx
m+n + cm+n−1x

m+n−1 + · · ·+ c1x+ c0.

Giả sử tích trên không nguyên bản thì tồn tại một số nguyên tố p là ước

chung của các hệ số c0, c1, . . . , cm+n.

Vì P nguyên bản nêu gọi i là số nhỏ nhất mà ai không chia hết cho p

và j là số nhỏ nhất sao cho bj không chia hết cho p. Khi đó, xét cj+i ta

thấy hệ số tương ứng không chia hết cho p, vô lý. Vậy tích trên nguyên

bản.

Tính chất 1.3 Nếu đa thức P (x) ∈ Z[x], degP > 1 mà không thuộc

Z∗[x] thì nó cũng không thuộc Q∗[x].

Định lý 1.1 (xem [1]-[2]) Cho các đa thức f(x) = anx
n + an−1x

n−1 +

· · · + a1x + a0 ∈ Z[x], an 6= 0, a, b là hai số nguyên khác nhau. Khi đó,

f(a)− f(b)
...(a− b).

Bổ đề 1.2 (Khai triển Newton) Cho n và m là các số nguyên dương.

Với bất kỳ x = (x1, x2, · · · , xn) trong Rn, ta có

(x1 + x2 + · · ·+ xn)m =
∑
|α|=m

m!

α!
xα, (1.1)

trong đó α! = α1!α2! · · ·αn! với α = (α1, α2, · · · , αn) trong Nn, xα =

xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn và tổng chạy qua tất cả α có thể có trong Nn thỏa mãn

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn = m.

Chứng minh. Với n = 2 theo nhị thức Newton, ta có

(x1+x2)
m =

m∑
j=0

m!

j!(m− j)!
xj1x

m−j
2 =

m∑
|α|=m

m!

α1!.α2!
xα1
1 x

α2
2 , α1 = j, α2 = m−j.

Giả sử đẳng thức (1.18) đã đúng cho đến n− 1. Đặt X = x1 + x2 + ..+

xn−1, α
′ = (α1, α2, . . . , αn). Khi đó ta có

(x1 + x2 + · · ·+ xn)m = (X + xn)m =
m∑

αn=0

m!

(m− αn)!.αn!
Xm−αnxαnn
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=
m∑

αn=0

m!

(m− αn)!.αn!
xαnn .(x1 + x2 + · · ·+ xn−1)

m−αn

=
m∑

αn=0

m!

(m− αn)!.αn!
xαnn .

∑
|α′=m−αn

(m− αn)!

α1!α2! . . . αn−1!
xα

′

=
∑
|α|=m

m!

α1!α2! . . . αn!
xα1
1 x

α2
2 . . . .xαnn .

Bổ đề được chứng minh.

Định lý 1.2 (Khai triển Taylor, xem [1]-[2]) Cho một đa thức

f(x) =
n∑
j=0

ajx
j. (1.2)

Khi đó, hệ số thứ j của f(x) có thể được biểu diễn bởi

aj =
1

j!
f (j)(0), (1.3)

trong đó f (j)(0) ứng với đạo hàm cấp j tại 0

Bổ đề 1.3 Cho n là một số nguyên dương. Ta đặt

g(x) =

(
x+

1

2
x2 + · · ·+ 1

n
xn
)n

. (1.4)

Khi đó g(n)(0) = n!.

Chứng minh. Ta có

g(x) = xn
(

1 +
1

2
x+ · · ·+ 1

n
xn−1

)n
= xnh(x), (1.5)

trong đó

h(x) =

(
1 +

1

2
x+ · · ·+ 1

n
xn−1

)n
. (1.6)

Áp dụng công thức Leibniz
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g(n)(x) =
n∑
j=0

n!

(n− j)!j!

(
d

dx

)n−j
xn.

(
d

dx

)j
h(x)

=
n∑
j=0

n!n!

(n− j)!j!j!
xj.

(
d

dx

)j
h(x).

(1.7)

Do đó, ta thu được

g(n)(0) = n!h(0) = n!. (1.8)

Bổ đề được chứng minh.

1.2. Phân thức hữu tỉ với hệ số nguyên và phân thức

nhận giá trị hữu tỉ

Tiếp theo, ta nhắc lại một số tính chất của phân thức hữu tỉ với hệ số

nguyên và các dạng phân thức nhận giá trị hữu tỉ trên tập số tự nhiên.

Định nghĩa 1.4 Hàm số f : R → R được gọi là phân thức hữu tỉ nếu

tồn tại các đa thức P (x), Q(x) sao cho f (x) =
P (x)

Q (x)
(1). Khi P (x) và

Q(x) là các đa thức nguyên tố cùng nhau thì (1) được gọi là phân thức

hữu tỉ chính tắc.

Nếu đa thức P (x) và Q(x) là các đa thức có hệ số hữu tỉ thì bằng

việc quy đồng mẫu số ta sẽ đưa f(x) về dạng f (x) =
P ′ (x)

Q′ (x)
, trong đó

P ′(x) và Q′(x) là các đa thức có hệ số nguyên. Do vậy phân thức hữu

tỉ f (x) =
P (x)

Q (x)
được gọi là phân thức hữu tỉ có hệ số nguyên nếu như

P (x), Q(x) ∈ Q[x].

Bài toán 1.1 Cho phân thức hữu tỉ f (x) =
1

ax+ b
∈ Q với mọi x ∈ Z.

Chứng minh rằng a, b ∈ Q.

Lời giải. Vì f (x) =
1

ax+ b
∈ Q với mọi x ∈ Z nên ax+ b =

1

f (x)
với

mọi x ∈ Z. Vậy ax+ b ∈ Q[x] hay a, b ∈ Q.


